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ABSTRAK

Let U, V and W are vector spaces at the same field, ¢ : U— V is linear mapping and C
is complex numbers. L(U, V) the collection of all linear mapping ¢ : U - V. If V= C
that ¢ is linear functional. Let ¢ : U x V. — W bilinear mapping, if W = C that ¢ is
bilinear functional. The collection of all bilinear mapping ¢ : U X V — W denoted with
B(U,V; W). Based on the explanation above, problems we will discuss about relation
between linear mapping, bilinear mapping and bilinear functional, some properties at
bilinear mapping. Furthermore will see B(U,V,W) is vector space toward operation

(o +Y)(x,y) = o(x,y) +Y(x,y) and (Ap)(x,y) = Ap(x,y) for all scalar 1, x € U,
y€eVand o,y e BWU,V;W).

Keywords: Vector space, linear mapping, and bilinear mapping.

A. Pendahuluan

Konsep himpunan dan pemetaan (fungsi) merupakan konsep yang dikenal hampir
di semua cabang matematika, walaupun terminologi dan notasi yang digunakan
berbeda-beda. Diketahui U dan V' masing-masing himpunan yang tak kosong, jika ¢

adalah suatu pemetaan dari himpunan U ke himpunan V, maka pemetaan tersebut

dinotasikan dengan ¢ : U— V atau U Sv.

Jika A dan B masing-masing dua himpunan yang tak kosong (A # @ dan B # (),
maka himpunan yang didefinisikan dengan A X B = {(x,y):x € A&y € B} disebut
himpunan hasil ganda Cartesius (Cartesian product) himpunan A dengan B.

Himpunan yang terdiri atas elemen-elemen yang memenuhi aksioma-aksioma
tertentu disebut ruang. Di dalam analisis modern, beberapa ruang yang sering
dibicarakan adalah ruang vektor, ruang metrik, ruang bernorma, ruang Banach, ruang
pre-Hilbert dan ruang Hilbert. Diketahui U, V dan W masing-masing ruang vektor atas
lapangan R (C) dan ¢ : U— V merupakan pemetaan linear. Jika V' = C maka ¢
disebut fungsional linear. Diberikan ¢ : U X V — W pemetaan bilinear, jika W = C
maka ¢ disebut fungsional bilinear. Koleksi semua pemetaan linear ¢ : U —V
dinotasikan dengan L(U,V) serta B(U,V; W) merupakan koleksi semua pemetaan

bilinear o : U XV > W.
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Berdasarkan pemikiran diatas, permasalahan yang akan diteliti adalah (1) apakah
B(U,V,W) merupakan ruang vektor terhadap operasi (¢ +¥)(x,y) = o(x,y) +
Y(x,y) dan (Ap)(x,y) = A@(x,y) untuk sebarang skalar A, x € U, y € V dan ¢,y €
B(U,V; W)?, (2) hubungan antara pemetaan linear, pemetaan bilinear, dan fungsional

bilinear serta (3) sifat yang berlaku pada pemetaan bilinear.

B. Operasi Biner

Secara intuitif suatu operasi biner atas suatu himpunan S adalah suatu aturan yang
menggabungkan dua unsur dari S menjadi satu unsur dari S. Sebelum mendefinisikan
operasi biner dalam konteks yang lebih umum, perlu diberikan definisi tentang relasi
suatu himpunan sebagai berikut:
Definisi 1.1.1.1. Diketahui A dan B masing-masing dua himpunan yang tak kosong.
Suatu relasi R dari A ke B adalah himpunan bagian dari A X B = {(x,y):x € A&y €
B}. Dengan perkataan lain suatu relasi R dari A ke B adalah suatu aturan yang
menghubungkan unsur dari A ke B.

Andaikan R adalah relasi dari A ke B, dan misalkan R menghubungkan x € A ke
y € B. Hubungan ini dinotasikan dengan xRy atau (x,y) € R.
Definisi 1.1.1.2. Suatu operasi biner = atas suatu himpunan S adalah suatu relasi yang
menghubungkan setiap pasangan berurutan (x,y) dari unsur-unsur di S ke tepat satu

z € S, dan dinotasikan dengan x * y = z.

C. Pemetaan

Definisi 1.1.2.1. Diketahui A dan B himpunan tak kosong. Suatu pemetaan ¢ dari
himpunan A ke himpunan B adalah suatu aturan yang menghubungkan setiap unsur
dari himpunan A ke tepat satu unsur dari himpunan B.

Jika ¢ adalah suatu pemetaan dari himpunan A ke himpunan B, maka pemetaan

tersebut dinotasikan dengan ¢ : A — B atau ey Himpunan A disebut domain
(daerah asal) dari ¢ dan dinotasikan dengan D(¢) serta himpunan B disebut
kodomain(daerah kawan) dan dinotasikan dengan C(¢). Jika ¢ menghubungkan a € A
ke b € B, maka b dikatakan sebagai bayangan dari a oleh pemetaan ¢ dan dinotasikan

dengan ¢(a)=b. Himpunan R (@)= {¢p(a):a € D(¢)} disebut range atau daerah hasil.
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D. Ruang Vektor
Sebelum membahas ruang vektor (ruang linear) terlebih dahulu diberikan
tentang pengertian grup komutatif dan lapangan (filed).
Definisi 1.1.3.1. ¥V himpunan tak kosong dengan operasi biner = merupakan grup
komutatif (abelian) jika memenuhi:
(i). Untuk setiap vy, v, € V berlaku vy * v, = v, * v;.
(ii). Untuk setiap vy, v5, v3 € V berlaku vy * (v, * v3) = (vq * V) * v3.
(iif). Terdapat unsur e sehingga untuk setiap v € V berlaku v*e=exv=v. e
disebut unsur identitas terhadap operasi *.
(iv). Untuk setiap v € V terdapat v™' € V sehingga berlaku v+ vl =v lxp =e,
v~1disebut invers terhadap operasi *.
Suatu grup V dengan operasi biner * dinotasikan dengan (V,x).
Definisi 1.1.3.2. F himpunan tak kosong dengan dua operasi biner, yang dinotasikan
dengan @ dan - merupakan lapangan jika memenuhi:
(). (F,®) grup komutatif.
(ii). (F, -) grup komutatif.
(iii). Untuk setiap a, b, ¢ € F berlaku
a-(b®c) =a-b®a-cdan (a®b) - c=a - c®Hb-c.
Contoh 1.1.3.3
1. R merupakan himpunan bilangan real (nyata) dengan operasi penjumlahan biasa
merupakan grup komutatif, sebab
(). Untuk setiap x,y € R berlakux +y =y + x.
(if). Untuk setiap x,y,z € Rberlaku x + (y +2) = (x +y) + z.
(iii). Terdapat unsur O sehingga untuk setiap x € R berlaku x+0=04+x=x. 0
disebut unsur identitas terhadap operasi penjumlahan.
(iv). Untuk setiap x € R terdapat —x € R sehingga berlaku
x + (—x) = (—x) + x = 0. - x disebut invers terhadap operasi penjumlahan.
2. R dengan operasi penjumlahan (+) dan perkalian (-) biasa merupakan lapangan ,
sebab
(). (R,+) grup komutatif.
(i1). (R, -) grup komutatif.
(iii). Untuk setiap x, y, z € R berlaku
x-+z2)=x-y+x-z dan(x+y)-z=x-y+y-z.
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Definisi 1.1.3.4. Diketahui (V,+) grup komutatif dan (F, @®,") lapangan. V disebut

ruang vektor (vector space) atau ruang linear atas F jika terdapat operasi * antara

keduanya sehingga untuk setiap x € V dan a € F menentukan dengan tunggal a * x

yang memenubhi sifat-sifat:

D) ax(x+y)=axx+ axy,

(ii). (a®B)*x=ax*x+p *x,

(iii). (@ - B) xx = a * (x * B),

(iv). 1 xx = x,

untuk setiap x,y € Vdan a, 8 € F.

Untuk penyederhanaan penulisan « * x cukup ditulis ax , a®f cukup ditulis a + S,

dan «a - B cukup ditulis dengan af3, asalkan tak ada salah pengertian. Anggota ruang

vektor disebut vektor sedangkan anggota F disebut skalar.

Contoh 1.1.3.5

1. Diberikan n €N dan dibentuk R" = {x = (x1,x3,...,x,):x; ER, 1 <i < n}.
Operasi penjumlahan dan perkalian skalar didefinisikan sebagai berikut:

Xx+y=00q+y,x+ Y%+ Y0)
ax = (axq, axy, .., Ax,)
untuk setiap X = (xq,x2, .., %), ¥ =LY Y) ER* dan a€R. R"
merupakan ruang vektor real.

2. V. =Cla,b], yaitu koleksi semua fungsi kontinu dari [a,b] ke R. Operasi
penjumlahan (+) pada Cla, b] didefinisikan sebagai berikut: Untuk setiap f,g €
Cla, b], fungsi f + g didefinisikan sebagai

F+9)x) =fx)+gx), x €la,b]
maka V merupakan grup komutatif, dengan (—f)(x) = —f(x) untuk setiap x €
[a, b].Jika untuk setiap f € V = C[a, b] dan a € R didefinisikan fungsi af, dengan
rumus (af)(x) = af (x), x € [a, b] maka dapat dilihat bahwa af € V.V merupakan

ruang vektor real.

E. Hubungan Pemetaan Linear dan Bilinear
Membahas hubungan antara pemetaan linear dan bilinear dapat diawali dari definisi
dan selanjutnya dapat dilihat dari teorema.
1. Pemetaan Linear
Definisi 1.2.1.1. Diberikan dua ruang vektor U dan ¥/, masing-masing atas lapangan F

yang sama. Pemetaan ¢ : U — V dikatakan linear jika memenuhi:
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(). ¢ pemetaan aditif: @(u; +uy) = @(u) + @(uy), untuk setiap uq,u, € U.
(ii). ¢ pemetaan homogen: ¢ (Au) = A@(u), untuk setiap A sebarang skalar dan u € U.
Contoh 1.2.1.2.
1. R merupakan ruang vektor atas lapangan R. Pemetaan ¢ : R — R dengan rumus
¢ (x) =ox, untuk setiap a€ R
merupakan pemetaan linear, sebab untuk setiap x, y, B€ R berlaku
(). p(x+y) =alx+y) =ax+ay = p(x) + ¢(y) dan
(ii). p(Bx) = aB(x) = B alx) = Bp(x)
2. Diberikan a, f € R. Pemetaan y: R> — R dengan rumus
PY(x) = Py, xz) = axg + By
merupakan pemetaan linear, sebab untuk setiap X = (x1,x,), ¥ = (1, y2) € R? dan
sebarang skalar y berlaku:
(). p(x +7) = P((x1, %) + (1, ¥2)) = (ax; + Bxz) + (ay; + By2)
=) + @)
(ii). Y(yx) = y(ax; + Bxz) = yp(X).
Teorema 1.2.1.3. Diketahui U dan ¥V masing-masing ruang vektor atas lapangan yang
sama. Jika ¢ : U — V merupakan pemetaan linear, maka
(). @ (—x) = —@(x), untuk setiap x € U.
(i). (x —y) = @(x) — @(y), untuk setiap x,y € U.
(iii). @(8) = 0,dengan @ € Udan 6 € V.
(V). @Xr=q arxy) = Xr=1 @, @(x;), untuk setiap skalar aq,a,,...,a, dan vektor
X1,%X2, ., Xy, €EU.
Bukti:
(i). Karena ¢ homogen dan - x = (—1)x untuk setiap x € U maka
@(=x) = p((-Dx) = ~1p(x) = —¢(x).
(if). Untuk setiap x,y € U dan x —y = x + (—y). Selanjutnya, karena ¢ aditif dan
berdasarkan (i) diperoleh ¢ (x —y) = o(x + (—y)) = p(x) + (-y)
=) — o).
(iii). Berdasarkan (ii), diperoleh ¢ (8) = p(x — x) = ¢(x) — @(x) = 8.
(iv). Karena ¢ homogen, maka pernyataan benar untuk n = 1. Dianggap pernyaan
benar juga untuk n vektor. Untuk n 4+ 1 vektor diperoleh
P(CrE akxy) = @(Tihoy Xy + A1 Xi1)

= 90(2711:1 akxk) + an+190(xn+1)
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= Lk=1 %P (X) + An190 (Xn41)
= YhE e o ().

Definisi 1.2.1.4. Diberikan dua ruang vektor U dan ¥V masing-masing atas lapangan F

yang sama. L(U, V) merupakan koleksi semua pemetaan linear ¢ : U — V.

Berdasarkan definisi 1.2.1.4, jika V = C, dimana C merupakan himpunan bilangan

kompleks maka ¢ disebut fungsional linear. Jadi, ¢ € L(U, C).

Contoh 1.2.1.5.

Diberikan a, B € R. Pemetaan ¢: R? — C dengan rumus

p(x) = p(xy,x2) = a(xy + ixg) + Blxy + ix2)

merupakan fungsional linear, sebab untuk setiap ¥ = (x1,x5), ¥ = (¥1,¥,) € R? dan

sebarang skalar y berlaku:

(). o(x + ) = o((x1,x2) + (11, 52)) = o((x14+y1), (x2 + ¥2))

= a((er4+y1) + iGa+y1)) + B(Oe+y2) + i(xz+y2))
= (a(xy + ix1) + B(xz + ix2)) + (a(yr + iy1) + B(yz + iy2))
= (%) + ¢().

(ii). p(r%) = ((r (x1, %2)) = ¥(aCxy + ixy) + Blxz + ix)) = Y9 (%)

2. Pemetaan Bilinear

Definisi 1.2.2.1. Diketahui U,V, dan W ruang vektor. Pemetaan ¢ : U X V - W

dikatakan bilinear jika memenubhi:

D). oy +uy,v) =, v) + ¢o(uy, v), untuk setiap u;, u, € U dan vy, v, €V .

(i). @(Au,v) = 2@ (u, v), untuk setiap u € U, v € V dan A sebarang skalar.

(ii). e(u,v1 +v5) =@ (u,v1) + ¢ (u,v,), untuk setiap u € U dan vy, v, € V.

(iv). ¢(u,Av) = Ap(u, v), untuk setiap u € U, v € V dan A sebarang skalar.

JikaW = C, ¢ disebut fungsional bilinear pada U x V.

Jika U,V, dan W masing-masing ruang vektor, maka koleksi semua pemetaan bilinear

¢ : U XV — W dinotasikan dengan B(U,V; W).

Contoh 1.2.2.2.

2 R merupakan ruang vektor atas lapangan R. Didefinisikan pemetaan ¢ : R X R
— R dengan rumus ¢(x,y) = 2xy. Pemetaan ¢ merupakan pemetaan bilinear,
sebab

(i). Untuk setiap xq,x,, vy € R berlaku
P(x1 +x2,¥) = 2(x1 + x2)y = 231y + 2x37 = @(x1,y) + @ (x2,¥).
(ii). Untuk setiap x,y € R berlaku ¢ (Ax,y) = 2Axy = 12xy = A@(x,y), untuk
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AER.

(iii). Untuk setiap x, y4,y, € R berlaku
o0, y1 +y2) = 2x(y1 +y2) = 2xy1 + 2xy; = 9(x,y1) + (%, 7).

(iv). Untuk setiap x,y € R berlaku ¢(x, y) = 2xAy = 12xy = A¢p(x,y), untuk
AER.

3 R merupakan ruang vektor atas lapangan R. Didefinisikan pemetaan ¢ : R X R
— C dengan rumus ¢@(x,y) = (1 +i)xy. Pemetaan ¢ merupakan fungsional
bilinear, sebab

(i). Untuk setiap x4, x2,y € R berlaku
p(x1 +2x2,y) = (L+ D (%1 +x2)y = (1 + D) (x1y + x29).
=1+ Dxy+ A +Dxy)
=@ (x1,¥) + 9 (x2,¥).
(ii). Untuk setiap x,y € R berlaku
e(Ax,y) = (1 +i)Axy = A(1 + i)xy = Ap(x,y) untuk A € R..
(iii). Untuk setiap x, y1,y> € R berlaku
P y1+y2) = 1+ Dx(1 +y2) = (1 +D(xy1 + xy2).
=1+ Dxy; + (1 +ixyy)
=,y + o(x,¥2).
(iv). Untuk setiap x, y € R berlaku
e, Ay) =1+ Dx(Ay) = A1 + D)xy = Ap(x,y) untuk A € R..

4  Diberikan R" = {x = (x1,x3, ..., X,): X; € R,1 < i < n}. Didefinisikan pemetaan
@ : R" x R* ->R dengan rumus @(x,y) = XF_1 XYk, untuk setiap x =
(X1, %2, vy %)y ¥ = V1, V2, -, ) ER".  Pemetaan ¢ merupakan pemetaan
bilinear, sebab

(i). Untuk setiap X = (x1,x2, e, X,), ¥ = V1, Y2, 0, Vu ), Z = (24, Z2, .o, Z,) € R"

berlaku
p(x+¥,2) = Xj=1(+yi)zie = (e +y1)z1 + -+ (X +Yn) 2,

=X1Z1+ Y12+t X2y + Y2y
= (121 + -+ x020) + 121+ o+ YaZ)
= Yk=1(xx + 7)) + Xie=1 i + )
=%, 2) + ¢, 2).

(ii). Untuk setiap x = (x1, X2, o, %), ¥ = V1, Y2, -, ¥») € R"™berlaku

P(A%,Y) = Xk=1 Ak Yk = Ax1y1 + 4 A, Y
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= Ay + o X Yn)
= A Xk=1 Xk Yk
= Ap(X,y), untuk 1 € R.
(iii). Untuk setiap x = (x1,x2, ..., %), ¥ = V1, Y2, o0, Vo), Z = (21,22, .., Z,) € R"
berlaku
P,y +2) =Lp=1xk +2) =011 +21) + -+ 6, + 2,)
= (yr + ot X y) + (2 + e+ X0 2p)
= k=100 + yi) + Xe=1(xx + 2;)
=¢(xy) + 9%, 2).
(iv). Untuk setiap X = (x1, %3, ..., %), ¥ = (¥1, Y2, -, ¥n) € R™ berlaku
P (X, Ay) = Xp=1 X (Ayy) = x1(Ayi) + - + %, (AYn)
= A0y + o X Yn)
= A2k=1 XKV
= Ap(x,y), untuk 1 € R.
Teorema 1.2.2.3. Diberikan U dan V masing-masing ruang vektor atas lapangan yang
sama. Didefinisikan T: U — V merupakan pemetaan linear dan V = L(W, C). Jika ¢:
U XV —Cdengan ¢(x,f) = f(T(x)) untuk setiap x € U, f € V = L(W, C) maka ¢
merupakan fungsional bilinear pada U X V.
Bukti:
(). Untuk setiap x,y € U, f € V = L(W, C) berlaku
e +y,)=f(TGx+y) =f(TC) +TH))
=f(T()) + f(TG))
=, f) + o f).
(if). Untuk setiap x € U, f € V = L(W, C) berlaku
e(x, ) = f(T(Ax)) = f(AT(x)) = 2f(T(x)) = 2p(x, f), untuk skalar .
(iii). Untuk setiapx € U, f,g € V = L(W, C) berlaku
e f+9) = +9TW) =f(THX)+9(THX) = ok )+ o ).
(iv). Untuk setiap x € U, f € V = L(W, C) berlaku

p(x,Af) = AF)(T(x)) = 2(f(T(x))) = A9 (x, f), untuk sebarang skalar .
Teorema 1.2.2.4. Diberikan U, Vdan W masing-masing ruang vektor atas lapangan

yang sama. Didefinisikan T: V — W merupakan pemetaan linear dan f € L(U, C).
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Jika @: U x V. — W dengan ¢(x,y) = (x)(T(y)) untuk setiap x € U,y € V maka ¢
merupakan pemetaan bilinear.
Bukti:
(1). Untuk setiap x1,x, € U,y € V berlaku
P(x1+x2,7) = (x14x2)(T(¥))
= (x)(T) + () (TB)
= p(x1,¥) + ¢(x, y).
(it). Untuk setiap x € U, y € V berlaku
o(x,y) = ) (T»)) = Ax)(T(¥)) = Ap(x,y), untuk sebarang skalar 2.
(ii1). Untuk setiap x € U, y4,y, € V berlaku
o, y1+y2) = () (T(y1+y2)) = ) (T(y1) + T(¥2))
= (x)(T(y0) + ) (T(y2))
= p(x,y1) + ¢(x, y2).
(iv). Untuk setiap x € U, y € V berlaku
P(x,2y) = ()(T(Y)) = )(ATY)) = 2x)(T(W)) = 29(x,y),  untuk
sebarang skalar A.
Teorema 1.2.2.5. Diberikan U,V, dan W masing-masing ruang vektor atas lapangan
yang sama. Jika ¢: U XV - W dan y: U X V — W dengan ¢ = v jika ¢(x,y) =
Y(x,y) untuk setiap x € U dan y € V maka B(U,V; W) merupakan ruang vektor
terhadap operasi
(@ +P)(xy) = o y) +¥(x,y)
(Ap)(x,y) = Ap(x,y) untuk sebarang skalar A.
Bukti:
(i). Untuk setiap ¢,y € B(U,V; W) danx € U, y € V berlaku
(@ +P)y) =ey) + v y) = y) +olxy) = @ + @)X, y).
(ii). Untuk setiap ¢, y¥,n € B(U,V; W) danx € U dany € V berlaku
@+ @W+m&xy)=ey)+ @ +n)(xy)

=(,y) +Y(x,y) +1(x,y)

= (e, y) +¥(x,y)) +n(x, y)

= (e +PYI(x,») + n(x,¥)

= ((p+¥) +1)(x ).
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(iii). Terdapat 0 € B(U,V; W) sehingga untuk setiap ¢ € B(U,V; W) danx € U dan
y € V berlaku (¢ + 0)(x,¥) = ¢(x,y) + 0(x,¥) = ¢(x,y).
(iv). Untuk setiap ¢ € B(U,V; W) terdapat —¢ € B(U,V; W) sehingga berlaku
@+ () y) =9y —pkxy)=0(y), xeUdany€eV.
(V). Untuk setiap ¢,y € B(U,V; W) danx € U, y € V berlaku
Ao +P)(x,y) = Mo (x,y) +Y(x,y)) = 2p(x,y) + 1P(x,y), untuk sebarang
skalar A.
(vi). Untuk setiap ¢ € B(U,V; W) danx € U, y € V berlaku
A+ B y) =@+ Bely) = 1o, y) + Bo(x,y),
untuk sebarang skalar 4, 5.
(vii). Untuk setiap ¢ € B(U,V; W) danx € U,y € V berlaku

AB)p(x,y) = ABe(x,y) = A(ﬁ(p(x, y)), untuk sebarang skalar A, 5.

(viii). Untuk setiap ¢ € B(U,V; W) danx € U, y € V berlaku 1¢(x,y) = ¢(x,y).
Teorema 1.2.2.6. (Hukum Parallelogram). Diberikan U dan V masing-masing ruang
vektor atas lapangan yang sama. Jika ¢: U x U — V bilinear maka

px+y,x+y)+ex—y,x—vy) =20(x,x)+2¢(y,y) untuk setiap
x,y €U.
Bukti:
Karena ¢: U x U — V bilinear untuk setiap x,y € U maka

px+yx+y)=0pxx)+oxy)+e@,x)+o®,y) ... 1)

dan

px—y,x—y)=x+ (=), x+ (=)

=o(,x) + o, —y) + o(=y,x) + ¢(=y,—y)

= p(x,x) + o(x, (=Dy) + o((-Dy,x) + ((-Dy, (-Dy)

=0(x,x) —o(x,y) — oy, x) + o, y) ... )
Selanjutnya, persamaan (1) dan (2) dijumlahkan, maka diperoleh

px+yx+y)+ ox—y,x—y)=2¢0xx) +2¢(y,y).
Teorema 1.2.2.7. Diberikan U dan V masing-masing ruang vektor atas lapangan yang
sama. Jika @: U x U — V bilinear maka
px+yx+y)—px—y,x—y) +ip+iyx+iy) —ipx—iy,x—iy) =6,
untuk setiap x,y € U.
Bukti:

Karena ¢: U x U — V bilinear untuk setiap x, y € U maka

px+yx+y)=0xx)+exy)+eo.x)+e,y) ... 3)
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—px—y,x—y)=—pxx)+oxy)+o@.x) —0@,y) ... 4)
ipx +iy,x+iy) = ipxx)—e(,y) —o@,x) —ip(y,y) ... ®)
—ip(x —iy,x —iy) = —ipx,x) —o(,y) —o,x) +ip(y,y) ... (6)

Selanjutnya, persamaan (3), (4), (5) dan (6) dijumlahkan, maka diperoleh

px+y,x+y)—epx—y,x—y)+ipx +iy,x +iy) —ip(x —iy,x —iy) =6,
untuk setiap x,y € U.

F.  Simpulan
Berdasarkan pembahasan, untuk U, Vdan W masing-masing ruang vektor atas
lapangan yang sama diperoleh kesimpulan sebagai berikut:

1. Diketahui T: U — V pemetaan linear dan V = L(W, C). Jika ¢: U X V — C dengan
o(x,f) =f(T(x)) untuk setiap x € U,f €V =L(W,C) maka ¢ merupakan
fungsional bilinear pada U x V.

2. Diketahui T: V— W pemetaan linear dan f € L(U,C). Jika ¢: U X V — W dengan
@(x,y) = (x)(T(y)) untuk setiap x € U, y € V maka ¢ merupakan pemetaan bilinear.

3. Jika o:U XV ->Wdany:U xV — W dengan ¢ = 9 jika ¢(x,y) = P(x,y) untuk
setiap x € U dan y € V maka B(U, V, W) merupakan ruang vektor terhadap operasi

(@ +P)(xy) =0k y) +Y(x,y)
(Ap)(x,y) = Ap(x,y) untuk sebarang skalar A.

4. Jika ¢: U x U — V bilinear maka
px+y,x+y)+ox—y,x—y)=2¢0(x,x)+ 2¢(y,y), untuk setiap x,y € U.

5. Jika ¢: U X U — V bilinear maka
px+tyx+y)—px—y,x—y)+ipx+iyx+iy) —ipkx—iy,x—iy) =6,
untuk setiap x,y € U.
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